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1 オイラー関数

自然数 a > 1 に対して 1 ≤ b < a を満たし, a と互いに素な自然数 b の個数を φ(a) と
書き, これを自然数 a の関数とみてオイラー関数という. ただし φ(1) = 1 とする.

オイラー関数はフェルマの小定理の一般化のたねオイラーにより導入された.記号 φ(a)

の導入をはじめ本格的研究はガウスが始めた. ガウスは φ(1) = 1 とする理由を詳しく述
べている.

a > 1 が素数なら, 1 ≤ b < a を満たす b は a と互いに素.よって, φ(a) = a− 1.

この逆が成り立つ.

すなわち, φ(a) = a− 1 を満たすとき,a と互いに素なので, 1 ≤ b < a の数 b はすべて
a と互いに素なので, a の約数ではない. よって, a は素数.

オイラー関数 φ(a) の性質 ( a > 1 ) を列挙してみよう.

⟨1⟩ a− 1 ≥ φ(a),

⟨2⟩ a が素数なら φ(a) = a− 1. さらに φ(a) = a− 1 なら a は素数 ,

⟨3⟩ a が素数でないなら a ≥ φ(a) +
√
a,

⟨4⟩ a, b が互いに素なら φ(ab) = φ(a)φ(b) (乗法性).

オイラー関数 φ(a) は分母が a の既約な真分数の個数のことである.オイラー関数は定
義だけなら小学生にもわかるが現代でもその真の性質の解明はあまり進んでいない.

1.1 オイラーの公式

a = pe11 · · · pess , と素因数分解するとき p1 = p1 − 1, · · · e1 = e1 − 1, · · · を用いると
φ(pe11 ) = pe11 p1, · · · が成り立つので

φ(a) = pe11 p1 · · · pess ps.
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φ(pe11 ) = pe11 (1−
1

p1
) · · · . これより

φ(a)

a
= (1− 1

p1
) · · · (1− 1

ps
)

をえる. これをオイラーの公式という. 右辺から指数 ej が消えていることに注意.

1.2 オイラー関数のギャップ値

N = 14, 26 になるオイラー関数の値は存在しない.

そこでN = φ(a) と a で書けない N をオイラー関数のギャップ値という.

素数 p を用いてN = 2p, (2p+ 1;非素数)と表される N はギャップ値である.

2 オイラー余関数

a > 1 に対して a− φ(a) ≥ 1. かつ a− φ(a) = 1 なら a : 素数.

そこで coφ(a) = a− φ(a) とおき, オイラー余関数 という.

正弦関数 sin(x) に対して, 余弦関数 cos(x) があり cos(x) = sin(
π

2
− x) が成り立つ.

それにならって,coφ(a) = a− φ(a) をオイラー余関数と呼ぶことにした. こうして名前
をつけると「今度はオイラー余関数を研究しよう」と高校生に呼びかけやすくなる.

[ Wikipedia によると 1879 年に J. J. Sylvester は オイラー余関数 を Euler’s totient

function または the Euler totient と呼んだ. また cototient of a を a−φ(a) で定義した.]

さてオイラー余 関数 coφ(a) の性質 ( a > 1 ) を列挙してみよう.

⟨1⟩ coφ(a) ≥ 1,

⟨2⟩ coφ(a) とは 1 から a までの数 b で a と互いに素でないものの個数である.

⟨3⟩ a が素数なら coφ(a) = 1. さらに coφ(a) = 1 なら a は素数 ,

⟨4⟩ a が素数でないなら co φ(a) ≥
√
a.(後で精密化して証明する)

乗法性は成り立たない.

a : 素数なら coφ(a) = 1 なので a:非素数に限って次ページの数表に載せた.

ここに s(a) を a の相異なる素因子の個数とする.
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表 1: オイラー余関数 ;coφ(a)の順, a:非素数 その 1

a factor s(a) φ(a) coφ(a)

4 [22] 1 2 2

9 [32] 1 6 3

6 [2, 3] 2 2 4

8 [23] 1 4 4

25 [52] 1 20 5

10 [2, 5] 2 4 6

15 [3, 5] 2 4 7

49 [72] 1 42 7

12 [22, 3] 2 2 8

14 [2, 7] 2 6 8

16 [24] 1 8 8

21 [3, 7] 2 6 9

27 [33] 1 18 9 (10 が無い)

35 [5, 7] 2 12 11

121 [112] 1 110 11

18 [2, 32] 2 6 12

20 [22, 5] 2 4 12

22 [2, 11] 2 10 12

33 [3, 11] 2 10 13

169 [132] 1 156 13

26 [2, 13] 2 12 14

39 [3, 13] 2 12 15

55 [5, 11] 2 20 15

24 [23, 3] 2 4 16

28 [22, 7] 2 6 16

32 [25] 1 16 16

65 [5, 13] 2 12 17

77 [7, 11] 2 30 17

289 [172] 1 272 17

34 [2, 17] 2 16 18
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表 2: オイラー余関数 ;coφ(a)の順, a:非素数 その 2

a factor s(a) φ(a) coφ(a)

51 [3, 17] 2 16 19

91 [7, 13] 2 12 19

361 [192] 1 342 19

38 [2, 19] 2 18 20

45 [32, 5] 2 12 21

57 [3, 19] 2 18 21

85 [5, 17] 2 16 21

30 [2, 3, 5] 3 4 22

95 [5, 19] 2 36 23

119 [7, 17] 2 48 23

143 [11, 13] 2 60 23

529 [232] 1 506 23

36 [22, 32] 2 6 24

40 [23, 5] 2 4 24

44 [22, 11] 2 10 24

46 [2, 23] 2 22 24

69 [3, 23] 2 22 25

125 [53] 1 100 25

133 [7, 19] 2 18 25(26 が無い)

63 [32, 7] 2 6 27

81 [34] 1 54 27

115 [5, 23] 2 44 27

187 [11, 17] 2 80 27

52 [22, 13] 2 12 28

161 [7, 23] 2 66 29

209 [11, 19] 2 90 29

221 [13, 17] 2 48 29

841 [292] 1 812 29

42 [2, 3, 7] 3 6 30

50 [2, 52] 2 20 30

58 [2, 29] 2 28 30
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2016年 6月に高校生 小室慶太君は coφ(a) ≤ 200 を満たす合成数 a についてその素因
数分解をすべて求めた.

その結果,200以下の余関数のギャップ値は 10,26,34,50,58,86,100,116,130,146,172,186で
あることが分かった. これは労作である.

[問題]

余関数について次の公式を示せ:

coφ(a) = a− φ(a) = p1
e1 · · · pses(p1 · · · ps − p1 · · · ps).

上記の公式によれば, s(a) ≥ 3 のとき, a = 2 ∗ 3 ∗ 5 = 30, 2 ∗ 3 ∗ 7 = 42, 4 ∗ 3 ∗ 5 = 60

のとき coφ(a) = a − φ(a) は それぞれ 22,30,44 となりこれらが最小の値と次点, 次次点
である.

たぶん, s(a) ≥ 3 のとき, a > 60 なら coφ(a) > 44.

[問題]

余関数について次を示せ: 与えられた N > 1 に対しN = coφ(a) > 1 を満たす a は有
限個であることを示せ.
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3 オイラー余関数の値が小さい場合

coφ(a) ≤ 12 の場合の a を調べる.

1)

a が素数なら coφ(a) = 1 なので以下 a が非素数の場合について調べる.

2)

s(a) = 1; すなわち 素数 P によって a = P j , j > 1 とかけるとき coφ(a) = P j−1.この
場合をはじめに計算しておく.

coφ(a) = P j−1 ≤ 12とすると, P j−1 = 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 11. だからP j = 4, 9, 8, 16, 25, 49, 16, 27, 121

.それぞれ coφ(a) = 2, 3, 4, 8, 5, 7, 9, 11.

3)

coφ(a) = 2 と仮定すると, a に P 以外の素因子 Q があるとき P,Q, P/Q, PQ は a と互
いに素でない. よって coφ(a) ≥ 4. これは矛盾なので, a = P j 　と書ける.

すると coφ(a) = P j−1 なので,2 = P j−1. ゆえに j − 1 = 1, P = 2; a = 22 = 4.

よって coφ(a) = 2 と仮定すると a = 4.

4) coφ(a) = 3 と仮定すると, やはり a = P j , と書けるので coφ(a) = P j−1 = 3によっ
て a = 32 = 9.

5)

以後,s(a) ≥ 2 の場合を考える.

a = P jL, (P > Maxp(L)) と書ける.

j > 1 とすると ρ0 = coφ(L)(= L− φ(L)) を用いて

coφ(P jL) = P jL− P j−1Pφ(L)

= P j−1(PL− Pφ(L))

= P j−1(L+ Pρ0).

これより coφ(P jL) = P j−1(L+ Pρ0) ≥ P (L+ Pρ0) ≥ P (P + L− 1) > P 2 + P.

12 ≥ coφ(P jL) のとき ,P = 3. したがって,

a = 32 ∗ 22 = 36 のとき, φ(36) = 12. よって, coφ(36) = 36− 12 = 24.

a = 32 ∗ 2 = 18 のとき, φ(18) = 6. よって, coφ(18) = 12.

6)

j = 1 とすると a = PL. 式が簡単になり coφ(PL) = L+ Pρ0.

L を素数とすると a = PL, P > L で coφ(PL) = P + L− 1.

ここで coφ(PL) ≤ 12 のときは
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PL = 3 ∗ 2 = 6, P + L− 1 = 4.

PL = 5 ∗ 2 = 10, P + L− 1 = 6.

PL = 7 ∗ 2 = 14, P + L− 1 = 8.

PL = 5 ∗ 3 = 15, P + L− 1 = 7.

PL = 7 ∗ 3 = 21, P + L− 1 = 9.

PL = 7 ∗ 5 = 35, P + L− 1 = 11.

7)

j = 1, a = PL,L:非素数の場合 L ≥ 4, ρ0 = coφ(L) ≥ 2なので
coφ(a) = L+ Pρ0 ≥ 4 + 2P − 2 = 2P + 2.

11 ≥ coφ(a) のときは P ≤ 3.

P = 3 なら a = 3 ∗ 2e. coφ(a) = 2e+1. e = 2 なら a = 12, coφ(a) = 8.

e = 3 なら a = 24, coφ(a) = 16 > 12; おきない.

とくに coφ(a) = 10 はおきない.すなわち, 10 はオイラー余関数のギャップ値.

coφ(a) < 12 を満たすのは上記で計算された場合のみ.

4 オイラー余関数の評価式

s(a) ≥ 2, a = PL とする. ρ0 = L− φ(L) とおくと. coφ(a) = L+ Pρ0

この公式を用いて以下の結果をまとめておく.

ρ0 = 1 のとき L : 素数,a = PL. coφ(a) = P + L− 1.

ρ0 = 2 のとき L = 4; a = 4 + 2P − 2 = 2P + 2.

ρ0 = 3 のとき L = 9, a = 9P. coφ(a) = 9 + 3P = 3P + 6.

ρ0 = 4 のとき L = 6, a = 6P. coφ(a) = 6 + 4P = 4P + 2.

L = 8, a = 8P. coφ(a) = 8 + 4P = 4P + 4.

ρ0 = 5 のとき L = 52; a = 25P. coφ(a) = 25 + 5P = 5P + 20.

ρ0 = 6 のとき L = 10, a = 10P. coφ(a) = 10 + 6P = 6P + 4.

ρ0 = 7 のとき L = 72.a = 49P. coφ(a) = 49 + 7P = 7P + 42.

L = 15, a = 15P. coφ(a) = 15 + 7P = 7P + 8.

ρ0 = 8 のとき L = 16, a = 16P. coφ(a) = 16 + 8P = 8P + 8.

L = 14, a = 14P. coφ(a) = 14 + 8P = 8P + 6.

L = 12, a = 12P. coφ(a) = 12 + 8P = 8P + 4
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ρ0 = 9 のとき L = 27, a = 27P. coφ(a) = 27 + 9P = 9P + 18

L = 21, a = 21P. coφ(a) = 21 + 9P = 9P + 12 .

ρ0 = 11 のとき
L = 35, a = 35P. coφ(a) = 35 + 11P = 11P + 24

L = 121, a = 121P. coφ(a) = 121 + 11P = 11P + 110

以上を除外すると ρ0 ≥ 12 になるので次の評価式をえる.

j ≥ 1 のとき a = P jL について

coφ(P jL) = P j−1(L+ Pρ0) = P j−1L+ P j−1Pρ0 =
a

P
+ P j−1Pρ0

が成り立つので ρ0 ≤ 11 の場合を除くと

coφ(a) ≥ a

P
+ 12P j−1P .

4.1 オイラー余関数の値から評価

例題として coφ(a) = 27 = 33 となる a を決定してみよう.

1) s(a) = 1のとき a = P j , coφ(a) = P j−1 なので P = 3, j = 4；a = 34.

2) s(a) ≥ 2のとき P =Maxp(a) とおくと a = P jL , (P >Maxp(L) ) と書ける.

33 = coφ(P jL) = P j−1(L+ Pρ0) なので j > 1 のとき P = 3.

a = 3j ∗ 2e とすると, coφ(a) = 3j−1 ∗ 2e+1 ̸= 27.

3) j = 1 , a = PL.

coφ(a) = L+ Pρ0 = 33 を解く.

27 = L+ Pρ0 により, L は奇数になる.

ρ0 = 1 のとき L は素数で P + L− 1 = 27. よって直ちに
i). P = 23, L = 5, ii).P = 17, L = 11.

ρ0 = 2 のとき L は偶数なので L は奇数の仮定に反する.

ρ0 = 3 のとき L = 9, a = 9P. coφ(a) = L + Pρ0 = 9 + 3P = 27. 18 = 3P . ゆえに
P = 7.L = 32. a = 32 ∗ 7.
ρ0 = 4 のとき L = 6 または L = 8;偶数. L は奇数の仮定に反する.

ρ0 = 5 のとき L = 52; a = 25P. coφ(a) = L+ Pρ0 = 25 + 5P ̸= 27.

ρ0 = 6 のとき L = 10:偶数. L は奇数の仮定に反する.

ρ0 = 7 のとき L = 72; a = 49P, coφ(a) = L+ 7P > 49;矛盾.

L = 15; a = 15P = 15 ∗ 7 = 105 · · · > 27 .
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ρ0 = 8 のとき L = 16; a = 16P ;L = 12;L = 14: 偶数. L は奇数の仮定に反する.

ρ0 = 9 のとき L = 27; a = 27P, coφ(a) > 27.

L = 21; a = 21P. coφ(a) = 21 + 9P > 27 ; 矛盾.

以上を除外すると次の評価式をえる.

27 = coφ(a) ≥ a

P
+ 11P j−1P >

a

P
+ 11P .

よって, P = 3. P = 3 ∗ 2e は coφ(a) = 3j−1 ∗ 2e+1 ̸= 27.

以上により解は, a = 34, 5 ∗ 23, 11 ∗ 17, 7 ∗ 32.
これは高校生:三谷樹さんの結果でもある.

4.2 オイラー余関数のギャップ値

数表によると, N = 10, 26, 34, · · · が余関数のギャップ値らしい.

そこで予想:

N = 2p, p :素数, N + 1:非素数 なら N は ギャップ値になるか?

これは s(a) = 2 なら正しいが, s(a) = 3 となる最小値 a = 2 ∗ 3 ∗ 5 = 30 のとき
coφ(a) = 30− 8 = 22 = 2 ∗ 11, 22− 1 = 21 = 3 ∗ 7: 非素数.したがってこれは反例.

10,26 はともにギャップ値であり,以下で確認する.

coφ(a) = 2p, 2p = 10, 26 として矛盾を導く. 証明は手間がかかる.

1) a = P j なら coφ(a) = P j−1 なので P j−1 はギャップ値ではない.

2) P = Maxp(a) とおくと, a = P jL(P > Maxp(L)) と書けて coφ(a) = P j−1(PL −
Pφ(L)) = 2p.

3) j > 1 なら P = p, j = 2.

PL− Pφ(L) = L+ Pcoφ(L) = 2.

L ≥ 2, P ≥ 2 により矛盾.

4) j = 1 のとき a = PL. L が素数なら coφ(a) = P + L− 1 = 2p. P + L = 2p+ 1 な
ので L = 2, P = 2p− 1.

p = 5, 13 のとき 2p− 1 は素数ではない.矛盾.

5) L が素数でないなら ρ0 =coφ(L) ≥ 2.

coφ(a) = L+ Pρ0 になる. coφ(a) = 2p として矛盾を導く.

P は偶数なので, L : 偶数. よって,

i). ρ0 = 2 のとき L = 4; a = 4 + 2P − 2 = 2P + 2 = 2(P + 1) ̸= 2p.

ii). ρ0 = 4 のとき L = 6, a = 6P. coφ(a) = 6 + 4P = 4P + 2 = 2p.

p = 2P + 1; p = 5, 13 によりそれぞれ, P = 2, P = 6; 矛盾.

L = 8, a = 8P. coφ(a) = 8 + 4P = 4P + 4 ̸= 2p.
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ρ0 = 6 のとき L = 10, a = 10P. coφ(a) = 10 + 6P = 6P + 4 = 2p. p = 3P + 2. このと
き p ̸= 5, 13

ρ0 = 8 のとき L = 16, a = 16P. coφ(a) = 16 + 8P = 8P + 8 ̸= 2p.

L = 14, a = 14P. coφ(a) = 14 + 8P = 8P + 6 = 2(4P + 3). 4P + 3 ̸= 5, 13.

L = 12, a = 12P. coφ(a) = 12 + 8P = 8P + 4 ̸= 2p

5 Goldbach の予想

P,L がともに奇数なら P + L = N + 1 は偶数. N は与えられた余関数の値なので,

N + 1 = P + L を満たす異なる奇素数 P,L があるためには N + 1 ≥ 8.

L = 2 のとき,N −1 = P. N が偶数で N −1 が素数でない場合, オイラー余関数のギャッ
プ値になることがあるかもしれない.

8以上の偶数は２個の奇素数の和にかけるという命題は Goldbach(ゴールドバッハ) の
予想と呼ばれ,正しいと思われるが証明ができていない.未解決の難問として有名である.

小室君はオイラー余関数のギャップ値の研究過程で, N ≥ 7 ならギャップ値にらないこ
とを示すには偶数 N + 1 が２つの奇素数の和に書けることを示せばよいことに気付いた.

例を計算すると成立することはおおいにありうると思った.

このようにして小室君は自然に導かれて Goldbach の予想に至ったのであった.

数学好きの少年なら友人たちの会話から耳学問として Goldbach の予想 を知ることも
あるだろう. しかし自分で発見すればそれから受ける感激はずっと大きいに違いない.

5.1 Goldbach の予想の近況

耳学問は今は流行らない. そこで net に頼る. wikipedia(英文) にあるGoldbach の予想
からごく一部を引用する.

1742年, ドイツの Christian Goldbach はオイラーに手紙を書いて
5より大きい整数は ２個の素数の和であらわすことができるようだ, と書いた.

オイラーは返書の中で,「それは確かなようだが証明はできなかった」と述べた.

関連して 7 より大きい奇数は 3 個の奇素数の和で書ける,という予想も述べた. これ
を,Goldbach の予想の弱い形という.

Goldbach の予想の弱い形は研究がしやすいそうである. 実際, 2013 年にペルーの数学
者 Harald Helfgott はこの予想を証明し,2014にソウル特別市で開かれた ICM(国際数学者
会議)で招待講演者に選ばれ証明を公表した.
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